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A. Problemstellungen

e

Zum Zwecwe der Wot‘va-ida der nachiclgendan thecretischen Bﬂt:&‘ﬁtxahqn
| senen wir von 4 konkreten Problemen aus, die den folgenden Getleten et

stemmen: ?,qerkt chnik, Mechanik, u,d-“Lh, Friedens{orschunz. Die Rew-
nenfolge isat durch die iom,lex tat der Problemstelluns - bwz. der Lo~
sungsmebnode bedingt.
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EX 1 (Elektrisches Eetzwerk) |
Man ernittle die Strome, die in dem unten abgebildeten elsktrischen ;
lietzwerk flieGen, wenn zum Zeitpunkt t=0 kein Strom fliedt. 4
NAPINFVE ; iy e AE YV A
i igh & !
’ 2 'J
E = 30V L, = 0,01 L, = C,0MH 1 E
< < . 3
i 1 E
Abb. 1 2
Hach der Kirchhoff‘schen Cesetzen gelten é:e Gleichunzen
di‘ ﬂ12
2i + 0,01 e 30 1 21+—3124-O.01 4t < fx 2.
wobel 1i= i‘+12.
Hach UDubstitution erhdlt men das System von linearen Cifferectiialglei -
chungen: .
Q,01 +2i, +2i, = 30 ' !
dt i 2 y .
d." . wo i,(0) = 1,(0) = 0. f
i
di, - :
‘ 0,01 T3 4-21 +-51 = |50 i
Sztzt man 13---1, 12=:x2, s2 ha®% wman in obiger Schreibweise das Systein i
i» t = “'2% € "‘2 £ 2 7 7 %, oo N .‘
(t) X1(h) GOxz(u} + 2000 , WO 11{0) - X?lOJ = 0 !
X, () = -200%, (t) - 500x,,(t) + 3000 y
L 7z [ 2 4
In Vekineschreibweise E
%, (4] ’r-zoo =2 ‘l Fx (t)l 3000 i
4 = o { L v * “x |
Xth)! s.-?.OO EDOOJ t,‘.zi_t) 2000

Siv ac ' 7 - =200 =200 (300 o
siT achreiben abkilirzend: X = AY + P, wehlei £ = { i uwad P o= {20 |
’ 200 -500] W4 T = {5000

NN

28 11 (Mechanisches System mit Ruckkoppsluns)

g uwerde ein einfaches mechanisches System nach der Abbildung 2 Le- ‘
trachtet, in dem zrei auf geradliniger Bann hefindliche Massen m, ,m,

B Un——

; {kleine a‘JQLDB{H;“g‘”‘Y} Yy.¥2} duwrch eine Peder verbunden und aulerdem“ge- |
schwindigket fapxogortioral@ Dampfungen wozhauden 8ind. e
2 < b, | !

’mww?;~-—§:yé~‘~ Die Bewegunzagleichungen lauter

| }'/ Ay Wy = @lypmyy Yok Fy H (50 )

m' ypzd(y“'y?) é'kr (y‘myg)i :
dObel d der Feder hunat&n 2 Pro-
)é Abb. 2 port*nnal 16t. ;
m" e AR s St TR & N f "'A o 5 A
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k
Setzt man der Einfachheit hslber Gy=@,, b=k, eg—x::alr i, 80 folgt
fur den Vektor X mit den Komponenten L 1
das Systerm von Differentislgleichungen ¢ ¢ 0 ¢
X = |%2] = |Y2 . A==t 1t 22 1
' . erster Ordnung X = AX mit der Matrix
X3 ¥4 LS B IR
*a] Y2

¥X 111 (Modell fir die Qigggggﬁ von Zuckerkrankheit)

- - o~

ts wird dabei der sogenanntie Gluvkose-Toleranz-Test angewandt:
zu diesem Test kommt der Patient nilchtern ins Spitel und bekommi eine
rrofle Dosis von Glukose (von Zucker in jener Form, in welcher er ge-
wohniich im Blutstirom aufscheint). Wiihrend der nichsten 3 bis & Stunden
werden verschiedene Messungen der Glukosc-Konzentration im Blut des Pa-
tienten vorgenommen, und diese Messungen werden zur Diagnose der Zucker-
krankheit verwendet.

Es sei G die Konzentraticn der Glukose im: Blut und K die reine Hor-
rmonkonzentration. Jene Hormone, wic¢ zum Beispiel Insuvlin, welche die
Glukose-Konzentration senken, scllern H snheben; Jene Hormone, wie zZuw
Beispiel Cortison, welche die Glukose-Konzentration anheben, scllen H
senken.

Dieses Basis-Modell kanr nun snalytisch vwie felgt beschrieben werden:

F'(G,H)i-I(t)

e o
e+ i

P,(G,H)

wobei Fy,F, Funktionen von G und H sind, I(t) der externe Anteil, in
welchem die Glukose-Konzentiration erhdht wird. Man setzt nun voraus,
diaft G und H optimale Werte G, und H, angenommen haben zur Zeit, als

der nichterne Patient im Spifal erschienen ist. Dag heifit

F1(G0’Ho = 0 und FZ(Go'Ho) = 0.
#ir sind an der Abweichung von G und H von ihyren optimalen Werten
interessiert, daher substituieren wir:

g = G‘-Go, h. = H“Hoa

Dann lauten die Dif 'erentialgleichungen:
|

ag . !
gt = Fy (G +z,H_+h)+I(t)
1
¢h _ 3
at = F2(00+g,ﬂo+h)
¥ir entwickeln nun F, und F2 in Taylorreihen:
bF‘(Go.H ) hF,(GO,R )
Fy (G +8,H +h) = F (G ,H )+ *g(—;«—»ﬂ» £+ —— h+ey,
dP,(G_,H ) bF,(G ,H )
FplOotm yth) = Fo(G M )+ —F s8-8 g ¢ 20000 j 4oy,

wobei die Terme €, und €, sehr klein s8ind im Vergleich zu g und h.
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Jetzt man daher vorans, daB G und H nur schwach von G_ und li_ abweichen
{wir ignorieren also e, und 92), dann erhdlt man: @ s

oPy (G _,H ) oF,(G_,H )
170" o o' o
.} th(Go,HO) _+°F2(Go’Ho)h
dG g aH .
Man kann nun die Vorzeichen der auftretenden partiellen Ableitungen ve-
stimmen und erhilt:

dE SRR
t

t
|

ra,

.
%% = -m,g-m2h+1(t)

4 , wobel my M5, 0, ,m positive Konst~r*en sind.
dn _ o 3°74

Setzt man g=Xy, h=x2, 30 erhdlt man

Fx,{t) -m, -m x: (%) I1(t) . il
1 ! 2 } + . Wir gsetzen A = ! ]

-xz(t) - m, =y x2(t) 0 m, —m3J

erhalten i = AX+F, wo F(t) = [Iaf)}.

und

BEX IV (Modell zur Friedensforschung)

Es seien 3 Nationen gegeben. Mit xq{t) werde das Kriegspotent:al'dar
ersten Hation, mit xz(t§ das der zweiten und mit xz{(t) das der dritten

hezeichnet. Die VerdAaderungsrate von xj(t) hingt o] fenb”~ von der Kriegs-

bereitschaft x(t), xz(t) der beiden anderen HqiLu“en ab und@ vin den Be-
zichungen zwischen der ersten und der zweiten bzw. zwischen der ersten
ond der dritten Nation. Im einf °ganpn Fall wollen wir diese Terme durch
K tgft), k X3 iu} bzw. dur >h g; , wobel ¥ und g positive Kon-
ztaaten 3:1d Andererseits wzid 1eisgx¢ﬂ die Hosten der Bewaffnung

=inen unterdriickendien Effekt auf - haben; wir ¢ . diege Term dur:h

{(t) dar, wobei a eine posiii
fily die beiden anderon Nation

X ahnliche Apaly.e
v

ns2lben "Be:
o

, dall jede Haticn
Lfsohlﬁ?hl)b ffizienten”™ k und densslben "Kriegsunter-
izienten™ a besit i ' Systenm

i (t) = -a x (%

i
ﬁ {(t) = X x,
i (ﬁ): kx.i

Setzt man X(t) = (t‘ v A=tk wa ki und @ = jg,|, so erhilt man
l (t) k Kk =-0J &3

X(t) = AX(t) +G.
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R. AbriB der allgemeiner Theorie und didaktische Analyse

Durch die Einfihrung einer einheitlichen Bezeichnungsweise erhilt man
2lso in den hier zitierten 4 Beispielen jeweils ein System von linesrern

Differentialpmleichungen 1. Ordnung, das sich in Matrizen- bzw. Vektor-
schreibweise in der Form

X(t) = A(t)X(t) + F(t) oder kurz X = AX+F

schreiben 1l#Bt, wobei A(t) die (im allgemeinen zeitabhiingige) Koeffi-
zientenmatrix und F(t) die (ebenfzlls zeitabhiingige) "Storfunktion"
bezeichnet.

Wir geben nun im Folgenden einen Uberblick dber die Auflosungstheorie
dieser linearen System, wel sie sich unter Vervendung der Theorie der ka-
nonischen Formen von linearen Oneratoren geradezu von selbst aufdringt.
Die Tatsache, daB sich hier Methoden der klassischen Analysis mit relativ
modernen Betrachtungsweisen bzw. Methoden der Linearen Algebra in harmo-
nischer Weise zur Bewidltigung eines mathematischen Problemkreises zu-
sammenfinden, die Tatsache also, dafl sich hier die Inhalte der zvei wich-
tizsten Einfiuhrungsvorlesungen des Universititsstudiums wechselseitig
duorchdringen, ist in letzter Zeit als didaktisch #uBerst signifikent er-
kannt worden. Das Problem der Lehre auf dem Gebiet der Linearen Algebra
liegt ja zum Teil im sehr hohen Abstraktionsnivesu und dem Mangel an an-
wendungsorientierter Perspektive, das Problem der lehre der Anzlyeis an-
dererseits in den begrifflichen Schwierigkeiter, die der Konvergenzbe-
griff in seinen vielfdltigen Ausformungen schafft. Selbst fiir einen Stu-
denten, der beide Vorlesungen résorbiert hat, ist es ein gualitativ neues
frlebnis, etwa die Exponentialfunktion einer Mstrix, slso die Konvergenz
einer Matrizenreihe, demonstriert zu bekommen. fus diesen ur: dhnlichen
Grunden hat auch die Deutsche Mathematikervereinigung in ihrem 1979 fertig
vestellten Memorandum zur Ausbildung von Lehramtskandidaten in Mathemstik
auf die Bedeutung dieses Teilgebietes hingewiesen [3). Es s0ll nun der
Versuch unternommen werden, die Theorie der Auflésung linearer Differen-
tialgleichungssysteme in systematischer Weise zu skizzieren - als Grund-
lage dazu diene etwn Kapitel II meines Skriptums "G+ :dhnliche Differen-—
tialgleichungen" 75) - und die Jeweils auftretenden didaktischen Beziige
kurz zu analysieren. Zum Abschluf werden dann die oben gestellten Auf-
gaben vcllstandig gelost.

SATZE UND DEFINITIONEN DIDAKTISCHE BEZUGE
§ 1. Allgemeine Eigenschaften der Iisungen

Ly

Es sei also (#) ¥ = AX+PF ein allgemeines System von linearen DGn.
Falls F=0 heift das System homogen, sonet inhowogen. Unter elner ldsung
versiehen wir eine Vektorfunktion X = X(t) mit stetiger Ableitung Y= XLt),
lie auf ejnem Intervall a< t<b (a< b) dem Syster geniigt, wobei A(1) und
P(t) auf dém Tntervall stetig vorausgesetzt sind. Der folgende Satz ist
naturlich der Spezialfell des allgemeinen Erxiptenz- wnd Findzutinkeits-
satzes fur Din. Es ist der einzige Satz, suf dessen Beweis im Razhmen von
Einfihrungsveoriesungen verzichtet werden sollte. In allen "konkreten®
allen wird dle IBsung ja direkt erarbeitet.

|

(1.1) SATZ Sei t_€[a,b] und sei E=[k,,...,k;]7 (- = Transponierte Matris
:in beliebiger Vektor. Dann existiert elne cindeutig bestimmte Funktion
((t) auf [ a,b] mit X(t ) =¥, die Losung des Systems (») ist.
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§ 3. Inhcmogene Systume

Fir inhomogene Systeme f=AY¢F zilt:

(1.7) PROFOSITION. Die sllgemeine Lo~ Allgemeine Lisurg des inhomogenen
aung des inhomogenen Sysbems A=AX+F ist| Systews durch slgebraische lMani-

die Summe einer speziellasn Lisung dae pulation erkdltiich; vollkommene
inhomogenen Systems und der allgemeinen; Analogle zu den 3ystemen gewdhn-
Lésung des homogenen Systems. licher linesrer Gleichungen.

§ 4. Homogene Systeme mit konstanten Toaffizienten

Sei X(t)=AX(%t) ein autonomes lineares homogenes System (d.h. A ist ! onstanq
Als Losungeansatz verwendet man hier xgt) =eTtY,; dabel 31nd r und L=[11,..3;
«eey1,]T zu bestimmen, Es ist X(t)=reTyL, also ref L=A(ertL), d.h.

: AL=rL. :
Die nicht-trivialen Losungen L0 sind alse Bigenvektoren des linearen Ope~.
rators ARR -RN, die zu bestimmenden Zahlen r Eigenwerte von A. Scmit sind
die Skalare r die Ldgsungen der Polynomgleichung A(x I-A) =0, d.h. des
charakteristischen Polynoms von A {4 ], Flir jeden Bigenwert r ergibt sich
eine nicht-triviale Ldsung {Li+0) von AL =rL und daraus

X(t) =eTy,
als Losung.
Natiirlich ergibt dieser Ansatz iiber- Verquickung von Matrizenkalkil
haupt nur dann Losungen, wenn A Bigen- |und Differentiation von Vekior-
werte besitat, funktionen. Ferner tauchen die

A folgenden Begriffe auf: Eigen-
(1.8) _SATZ Falls die Matrix A des ho verte, Bigenriuile, Diagona?isjerm_

mogenen oystems X=AX zu einer Disgonal- G ; e
matrix dhnlich ist, existiert ein Funda- Eﬁr§§i§'d§§t§:§§§-ﬁgfgﬁfiigz o
mentals¥stem von Idsungen von der Form' | o oxi* r '"ifrp~ 83
X(t)=el'’L, wo r ein Bigenwart, I ein :ii:;ﬁﬁ“ éﬁ;o§s¥}§§fgzi§$§13§§tz-
zugehdriger Eigenvektor von A ist. 14 chkest™ eines: rein slgebrai-
3chen Begriffs.

§ 5. Eomplexe Lisungen
Sei wieder A eine (konastante) reells nxn Matrix und

2(t) =4 Z(%)

aufzuldsen, wobei Z(%) =X(t)+i Y(t) sine kxomplexe V:ktorfunktion ist.
Dann gilt (X(t) +1 Y(t)) =A(X(%) +i Y(%)), also

(t)-—A (%) und Y(t)-& Yit).
Dahar aind sowohl X(%) (Realteil) als auch Y{%) (Thgginart 211) Lisungen
ies homogcnen Systems. Allgemeiner gilt: Ist 2(%)}=X( £) s8ins Lo~
sung ias inhomogensn Systems

2(%) = A 2(t)+P(%),
wo F(1)2G(t)+1 H(%), dann aind X(%) vaw. T(%t) (reelle) Idsungsn dar

o] t » A “ i N 3
Systeme X(%)=A X(1)40(%),¥(L)=A Y{L)+H(3),

(1 .(j_) §é?_§- Falls eine reslle Maitrix A C?'Qmplm _!‘_. zlazrung ven Vaktor-

aines nomogenen Jystous =AX zu einer rdumen, Prage deoy Exiaiens von
tonyplexen Disgonalxatrix dhnlich 130, Eiganwartan, Hisr wird dsr iber-
existiert sin PUUQ“ﬂ“ﬂtii“¥3*91 von 2p gang zu 2inem algebraisch abga-
Loaungsn der Porm UPU{Pﬂéﬂngd BrundkBrpsr ausge-

i (f‘-—s*t=“0*’3t)L~ﬁin(3+)H7

4 Daw. alitzt (allgsmein anwondbars
{°(%) = att {sin(st)Licon{at)i]

Methode dor hidhersn &sg&b,a)e

amd von L-Zp Lésungen dar !orn *:ﬁ plgsbraische Charskterisier~
(s) = aT%,(r,3 ¢R). barkeit des Begriffes "disgounali-
Bine notwendige und hinreichende Ba- siarbar® miglich.

lingung fir die Diegonslisierbarkelt
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ieot die, dag8 das Minimalpolynom von A
- in Paktoren ersten Grades gerfillt,

[L‘9P'98]0
§ 6. Die Bxponentialfunktion

Uz auch ia Palle nicht-diagonalisierbarer Operatoren A(in i::-.u) ein Funda-

ssnialesystem von Ldsungen Lestimmen zu kdnnen, und i.«:h zur allgemeinen
Aufldaung inhomcgener 3ysteme, bendtigt man sine Ve ‘lgameinerung der
Zxponential funktion R -R, Bs ist dies die Funktion

axp:Hn(K) -Hn(x)(wo K=&,C)
dsfiniert durch die Reihe o

- ST Ak o
axp A I+‘+2! A +3'!'A +ooe = kEo ET(‘ 31)0

Die auftretenden Potengen AX aind dabai die assozi~4iven Prndukte 4 A ..,
(x wal) der Matrix A. (My(X)=nxn Matrisen Uber X].

{1.10) SATZK Fir jsdes A ¢ Mp(X) ist die (Absolute) Konvergeus sowie Di-

Reihs ., g7 absoclut konvergent in be= vergenz von Vektor- und Ma-
Z0g au?zgie'ﬂorm All=max{ | A 1“ si,j<n). trizenreihen, Differentiation
Zzp hat die felgenden EigenSthaften: Xoh Yestor- und Matrizenfunk-
{1 e:t:p(A+B?=epr expB, falls AB=BA; tionen, Darstellung eines lire-
12) {exp A)- =exp(-ﬁ; aren Opgrators. Konjugation in
(3) Ist A=A(%) sine diffsranzierbare Punk-| 3°F 21lgemsinsn linearen Gruppe

$% 2 _ Nicht=-Rommutativitit von Ope-
tiocn von t, dann ist auch ax - pe
re;zierbar: und 28 gilt e DRl ratoren, Auftreten von 1-Para-

*_a° ter-Untergruppen in Matrizen-
{exp 4(t))°=A"(t) exp A(t), falls ma &rupy n
A(tﬁa‘(t)=A'(t)A(t1(vs). Gruppen.

(4) Alexp A) =aSP A;

(5) Pir jede jnvertierbare Matrix P gilt

axp(? AP™') = P(exp A)P"ﬁ.

§ 7. Auflisung homogenar Systeme

£in Pundamental gysigm kann auch rechunerisch bestimamt werden, falls A
konatant 1st. 3el X=AX aufzuvldsen. Im alligemeinen axistisrt fir die reello
-Hatrizx A keins Jordanscha Normalform (im engeren Sian}. Da wir aber da-
ven (Gebrauch machen wollen, fassen wir A als komplsxe Matrix auf, be-
 irachten also das System 2=AZ., Sei B die Jordansche Normalform von Aj

ienn zxistiert eine lavaertierbare nxan-Matrix P, darart dad B~1AP=B. Al-

80 zile: ks o coela L il Lot
, (P~'2) =P 22" az=(2-VAR) (?~ " 2)=B(P~17).
Setzt asn P”'2=U, so hat man also daa System 0=B U aufzulidsen. Dabei hat

2 dis Porm [ ] 1‘&,\1

¢ 4 RN’

3= ‘a ] BJ = | M
b N

e jzdor "Block® dirokte Summe von Peilbilcken abaioigender GriGe iat,
¢ia wuf der Hauptdiagonalsa die Bigenwerto vem A bazw. B und daruanter nur
siuser aufvelsen. Zerlegt wan die Peilbvlicks upd wandet dis Exponentiale
renktlon an, 80 srx2ben sich die Lisungsn {Ur U=3 U und daraus durch Rilck-
rachapung jene fUr L=AZ,

#ir 3=4% arhalten wir daraus folgendes i Dle hiler worgoncmmsne Iranas-
iezunitat: forsation zeigt dias Macht dsr

{1.11) 2AT%2 Das homogene Yomplexe Jystem | Mathodsn der linsarsn Algebrsj
w=34 bvasitzt sin I\m«iaﬂgntalsystw von Id~= |durch einfache Matrizenmanipu~
sungen der Form 2(t)=6¢""K, wo X ain veralle|latiocn srhilt man sin iquive-

St
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gemeinarter Blgenvektor von A ist. lantes Jystes von DEn ait olner
% kann durch den Ansais =i ;cef!isientanmatrlx, deren Form als
cit 48~ kanonisch angencsmen werdea ksan.
Z(t)=e"J lx+t(3“°11)g’*°'*T'“°5) Rosugealme anf Prizdrzerlegung,
el Jevdauirche Hormalform, verallge-

} (A-cy )’ 8] saivertes Rigenvektoren., Hilpotens
gefunden werden (wo K Zn ra) gshlirt).l von Opsratoren. Die Bowsise von
(1,12) SATZ Das homogene Jystem (1.8} und {1.12) senthnlten viele
X=4X besitzt ein Fundamentalaystom Malrigensanipulationen, grindliche:
von Ldgungen der Form Binubang von Mathoden der linearen
X*(t)= zgz t) +2(¢)), Algebra,

Y*(t)- v(2(t) =Z(4)), ;
a-

2(t)- ecjt[x+t(A‘°JI)x*°'"T’"TST

(A-cy1)8~'K],

K ein zu ¢4 gehdriger verallgemei~
nerter Figgnvektor, sowle Ldosungen
der Form y8=1

~X(t)-erJ (K+t(A-rjI)R¢. .. IE“TT‘
(Anrjl)s“ K],

K ein zu r; gehdriger verallgesel-
nerter BigEnvektor.

§ 8. Inhomogene Jysteme, Varilation der Parsmeisr
Unter der Voraussetzung, 498 A(t)i (6)=A(4}A(%) =ei
X(t) = M) x(e)+F(2)

zu 153¢n., Bin Fundamentalsystem von Losungen von X{$)=3{$)X(%) ist =.B.
I(t)K, X ein konstanter Vektor, I{t) =in nsliehipe: Fundamentalsysten.
Wir versuchen X als FPunktion von ¢ 99 su bestimsen, dal Xp(t) = 3(8)E(%)
eine (purti;ulars) Losung des inhozmogenen Sys tews wivd:

X (£)=1(£)R(£)+3($)R(2)=A(1) T £)IR(5)+P(5).
$ 2 \p"i 1 Bos s 3 iy 1 Y
Da :(t)Ll=A(t)3(t)L flir jeden Vektor L,gilt auch F(L)X{t)=A(t)Z(X)X(R); o=
mul also zusidtzlich
W{t)=F(2)

galten; also ist R(t)= E(tl sP % und
E(t) = |, 2(s)"'F(2)ds, d.h.

X (8)=%{8)K{ ,,m(t) 18 2(s)"VF(a)4s.
P tg

Daraua orhelten wir als 333 enein® Digna Pormel) ist das
Lisung -9 Analogon der Avfldsungsformsl
Y(4)=X( t)L+: (t)J' 3{a) W(a}ds f4r 2ine linsare DO in siner

singigon Varisblen. Ansatzpuniy
fir oine Yorse ilgenegatrumg day
thaeorie {3lshe I 9): Hufigs

Differsntiation, 2ber auch Iate- |

{L konstant) =
3 ist I{t } A(L)}L also fwi(Jp‘“ ”tb }e
;%r kann die allgemeins Lisung ia ¢ s

s e s

F’ = R PUEE 4 o 3 % & ey s
y-i . tgratlion von Vektorfunkiionan,
(( ; a{&}i{kc)"i\t J+E() ]2 3{a) E(a}aw
‘0
geachrizben vwerdon, wo i{c; 8ina funda

™ ‘Sl' ‘si-a & He 43 irﬂ,.i‘ 47 ‘95’3 i%x JZ?t?U&C 53?@3‘1
Systowa in*, Fir I{$)=e 8rzide aich

37§)5 28tey. %?t§?§?to)§g (81} 4o(3)

P

?( 3 )dﬂo
Fir das Systom t»AXeP, w0 A konstant
ist, badeutet das
F(t)=ad(3-%0)y (s, )saht c s~ 4%2(a)da.,
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s sei z(t)fzeAt das oben gewonnene Fundamentalsystem von L¥sunzen von
I=AX und es 3&i m(t)::[Yi?t).....Yn(t)] irgendeines. Da die Matrizen
9(t) und 1(t) den gleichen Rana (ndAmlich n) haven, gilt j(t)=¥¥(1), wo
X invertierbar, ist. Duwn ist %(0):=XI(O): da ¥(0)=e9% =1, folst ¥.:3(0},

also P()3(0)~! =2(¢):

f1.1 PROPOSITION Ist 3(t) = Exponentislfunktion einer Yatrix

=1 Y3 ), oyt irgendein gundamen- durch Anwendung analytisclier Ye-

talaystem von iﬁaunge? von X=AX, 20 istjthoden errechnet, SpiecBunrerr.
eh=9(1)2(0)-". 3

Das ergibt die angekindizgte Methede, A o

direkt zu berechnen.

§ 9. Bin Vorschlag

Bs besteht die Mdglichkelt, durch Betrachtung einer Mau ieon-U5 nnutells
siner Vektor- und Matrizen-DG die Analogie zum eindimensionzler ]
vervolikommnen. Anstelle von X = AX+F betrachten wir die DG (vs) ¥ = at ¢+,
wo A konstant ist,

x'1(t)...x‘n(t)

I(t) = = P X ), don s X 18D
i * *<n
xn1(t)...xnn(t)
und (%) = [F,(t),...,?n(t)]. Diese DG ist dquivalent mit den n Veiisr-—

¥atrizen DCn Xj=:AX -?Fj {t¥ j=n); es treten alse n verschiedene 'tiw- i

funktionen auf. Unter einer Losung von (3¢ ) verstehen wir selbstvarstind-
lich eine differenzierbare Matrizenfunktion I{t) auf (a,b], Falls i
AA=AA , ist also gemwil dem obigen die Funktion u(t) =eh t) e%ns Lisung

der homogenen Gleichung U = AU und gemsf# (1.10)(4) existiert u-!, Sei
I{t)=u{t)8(t) ein Idsungsansatiz, 4.h. 3(t) zu bestimmen. Dann gilt

UB + 1 =A U8 + %, also U8 =%, da @ =A#. Somit 1st§=u"g, also

fa}
Durch Differentiation bestitigt man, daB die Matrix

t t
3(t) = !’ 0—1(3)3(s)ds‘*3 = é‘ u-'(s)ﬂ(s)ds«rs.
o

%
T(t) = ult) +n(t) ; u” (s)3(s)ds
t
o]
eine L¥sung von (#s) darstellt.
Fir t=%  ergibt sich & u"(to}uto) und daraus

#

2(t) = a(t)u"(to)r(to) +u{t) f u"(s)a(a)ds
! to
als allgemeine Lisung, die apeziell fur u(t) = eA(t) die Porm

" Y Ale) oy
O L O R I (LT

o
annizmt. Letztere Formel ist das genaue Analogon zur Aufldsungaformel
eindimensionalen Fall:

¥ o= m(8)y+alt)
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hal ja bekanntlich die allgemeine Lisung
m(t) -m(t)
y(t) = e

t
y(to)-fem(t) é' e'm(s)n(a)da.

o

Die znletzt entwickeslte Methode hat den groBen Vorteil, allgersiner zu
sein, als die in § 8 skizzierte, zugleich ist sie insofern einfacher, als
die in den friheren Formeln auftretenden Eigenvekioren verschwinden. |
Grundlacze des Ganzen ist, wie aus der Herleitung klar ersichtlich, ein
Matrizenkalkil, der die obigen Operationen der Linearen Algebra zusammen l
mit Differentiation und Integration beniitzt. Die so erhaliene LOsung er- |
#ibt durch Opezialisierung auf einzelne Spalten die in § 8 hergeleiteten

Losungsformeln.

AbschlieBend sei folgendes vermerkt: Lineare DGn hdherer Ordnung,
uy) = 3 ea 0y e Lsa (0 (0) 4 By = 200, ‘

lassen sich durch eine einfache Transformation,

° s e (n-1
X1 =Y, x2-_-y, 13=y,...,xn=y ).
in losungsdquivalente Systeme von n -linearen DGn verwandeln. Da einige

der wichtizsten DGn der Physik in diese Kategorie fallen, kamn die hier
skizzierte Theorie auf diese physikalischen Probleme angewendei werden. f

- C._ldsungen

Die oben skizzierte Theorie wird nun zur vollstdndigen Aufldsung der
einzangs zitierten Beisplele verwendet; f{ur den leser wird es auch ohne |
menaue Bezugnahme auf die zitierten Methoden leicht szin, dem Ldsungs- \
gang zu folgen. -

EX 1
Es ist
AlXI =AY = A[X+§gg ”%80 = (+200)(x4500) - 4000 = x° + 700% + 6000 =

(x+100)(x+600),

also sind x=-100, x = -600 die Eigenwerte von A.

|
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Pazu ~chdoren die linearen Gleichungssysteze
!l()Ol'1 +2001, = O bzw. -4001, - 2001
12001‘ + 40012 =G 2001, - 1001

0
=0

74
.
Die L63ungensind]1==~212 bzw. 1, = élz. Somit resultieren

-100t
x(t) = [ Ze-loOt]
e

als Ldsungen des homogenen System X = AX. Die allgereine Lisung des
homogenen Systems ist somit

_ZC‘e-ioot + cze-GGOﬂ.
~600t| * ¥O €1+ €Ri aus x,(0)=x,(C) =0 folgt

e — —
2 c‘-cz-O.

Zur Bestimmung einer partikulsren Lsung XD vor. X = AY +F verwenden wir
die Formel .

-600-:]
e

L(t) =
c,e'100t+2c

) Ak % tay™) sl [_Ze-tcOt e-600t]
X (t) =x(t) | ¥(s) F ds, wobei XI(t) = " b .
Bs folgt ' ’:
-600s -6CCs
deiters :
& L 1
s i %8 600s _ ,-600s] |3500 o!0CS
¥{(s) F = -;e = -600 . Und daher ist
o100, -100s 3000 _,500s
t 100s 100t
= e ~-6e +6
I(s) P ds = -GOQF [ ]ds = [ }.
£ o | -o000s L80Ct _ 4

Als partikuldre Lisung erhalten wir somit:

-

-1G0t ~60Cz] 1€ %
. o -2e e __69 +6
X (t) =x(t) ] 2(s) Pds:[ ¥ o [ 3 l =
P i o100t 5 6oo.J &6 -t _ g

4
Als Tssung des inhomogenen Systems X = AX+F erhalter vir somit

{x,(t)] ) {i‘(t):l i {_Qe-lom- e-soo.*.”}}

[_, 2e~100t _ _-600t ,3]

4
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EX II1
s gilt a[ xI- Al = x(x# )3, aleo aind die Eigenwerte vonm A x=0, x=-1, ,
x=-1, x==1; also ist -! ein Eigenvert der Vielfachheit 3. i
1 1
é ist ein Bigenvektor zun Bigenwert O. Alsc ist X, (%) = ; eine
0 0 Iosung.

Die Eigenvektoren K zum Bigenweri -1 von A geniigen der Gleichung

(1 0 1 0)[k, [ky  +kg ] |
ol v Q- iklk, l Ko ) #ly 0 1
(A+I)X = =l = i = ‘
-3 i -1 1 k3 —ﬁ1+k2-k3+k4 J ;
-1 -1 1 o)k, ky-kytky | Lo |
|
Das ergibt k1 =-k.3, k2=0, k4--0. Also ist *
1
X(t) = o _?j eine Idsung.
0

Weitere Bigenvektoren zum Eigenwert -1 gibt es nicht. ¥ir bestimgen_daher
die verallgemeinerten Eigenvektoren, zundchst Lisungen K von (A+I)K=0,

fir die (A+ 1)K O gilt:

[« 1 © 1} " S S R +k41 o |
(A+1)°K = : _:) : ;} tz > ;'—k +k3 : g ; i
3 e~ il . !
o 0 0 oflx, 0 0 |
1
das ergibt k,=-k,, k; =k, - k5. Der Vektor K = { (') erfiillt (A+I)°K=0, |
aber (A+I)K+ O. Daher ist eine dritte lisurng fol: lr lermaBesa zu finden: '

THaN *
ag] ¢ (aFTyel ol e 1
t G = e e ol = e rj_ rt(,A"'I)] ol =
-1 aty -
ar: |
i 1 1 -% ?
' | O = @ ) u-t ° |
o} L~ ‘_..1

Wir suchea uns 2ine Losung der Gleichung (A+1)- =0 mit (A K:ﬁz 0.

¥ 0 1% 1}[1{11 k +k34h ;{L

}(3(1:) =

i+t

]
.-b-a—a-o

1
0
-1
[

1
= e 1+t _?
1

(&T\}’ i o 1t k,y k‘+k+k |
"“*"‘0()()()]1:3= 0 |
0 0 0 Oflk, ‘_ 0 |

das orgibi X = -ky-k,. Der Vektor K =| 0 erfillt (a+1)7K=0, aber
(A+1)%x t 0., :
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paher findet man eine vierte Ldsung wid folgt:

-‘ e

0o ; 0 2 0
x4(t) b eAtL : e't G(A"I)t[ : - etf1+t(A+I)+%'(A*I)2]l. 1 &
1
[,2 ) "
L- -
5 t-2
-t t '
= e 2 . Insgesamt erhlaten wir als Ldsung
%—+2t+1
| - t 41
i 2 ] R
c’+c2+c2t+c3-t2-- c3t - 2c3' 4
C,+ cxt ' c
X(t) = e t 2 3t2 I 4 , wobei c1.c2,03.c4€P.
-C4 -czt.- °3'2' + 2c3t + C 0
| o =Es T e Wy [ T S

Literatur: L. Collatz, Differentialgleichungen, Teubner, 1960, Seite 1CO.

EX 111
7untichst 16st man das homogene System X = AX. Dabei setzen wir
B i [t N . i e, 2 ATREa A ] Y | s e
a= 2 » o - m1m3 m2 4 un 1‘ en Tr X - = _m4 x+m3 =X + M‘f'l)o
die Losungen x=-a + iw, Xx=-a_- iy, dabei haben wir u" = wg-a gesetzt
unter der Voraussetzung, da3 nz-m°< 0.
1
Fir x==-q + iw ist L= 1'] so zu bestimmen, daB
2
-a + in +m, T om,) (1, '
[(~a + &0 )I-AlL = IR SEE G | e . Fir L erhilt man
4 31172 0
= SRR 1 %: . 1B
m m o
N 4l . x1mo dst Z(t) o et-rtIMIT] T4 4 qie zu -a+ im

gehbrige Losung,

nun ist
-
R
-a+im)t | 4

GCle) +1Y (2) = 2(%) = o'

52 [»
m
= e "Weos mt +1 sinwt)[ 41y 4 ¢ ] =




| OB

rflfq | la] L-,i [f’:fj
g : 1
- e % (cos mt " - gin m% I"i'?*:%.ﬂm feos w !m4 +einwt e )
a1 { Lo Lol 1
sc daB
(Miy = ' !, My =
i "m"" ces pt - —:.' gin ni :-:;j'-uns nt + "“mﬂ--- 8in 'nti
*a) st | 4 e P rEyee™ | 9 4 :
L cos wt 4 i zinwt

crangerael avstens X = AX &ind. Um dan in-

linear unabhingige LGoungen oo!
teen, scizt mun

nomogene, System X = AL+ F 2w 2

m-*"ﬂ rg‘-a
P, ) . w o w < 4
S G WE -~ HIn WL Sreon gt e sinwt
el ID.4 : .'!.:4 l!!& I‘e4
¥(t) = e
cee vt sinmwt
und erhdlt eine partikuliire thuugﬁr‘nanh der Formel
; % -1
X (b = T{v) ! ¥(n) Fislds.
5 ~7 %)
Daraus erhalten wir als allgemeine Lodoang
T
" X- ; ALY ) _
Y(t) = ¥(t)n+¥1%) } R{s}) Fle)ds (L konstant).
o

Die in den Léaungen auftrotenden Konstanten «89nnen durch vier Messungen
zu den Zeilpunkten tq,%5,%z und t; beatimm: werden. Dazu kann die Melhode
ies kleinsten quadratischeh Pehlers verwendet werden, wofur ein vell-
stindigea Fortran-Programm enlwickelt wurde. Auf dieses Art und Veise er-
hdlt man schlieflich die fur dae Diagunose vaen Zuckerkvankheit wichiige
Abweichung g der Glukose-Korzenivat:ion von rhran optimaien Wert G..

Literatur: M. Braun, Differnntisl Zquutions acd Their Appiications,
Applied Mathematicai Tcionces 'Y, Springer Verlag 197%,
Seite 257 - 269,

X L

Das charakteristische Folynvwm von A st
A(zI-A) = \l‘*f\)-’ - %" (x+q) - 'cfkj
X = ~g - k ist eine Losung von 4{xJ-A) = 0, x = =g - %, x = -q + 2k dier
weiteren., Somit hat ein Bigenwert die Vielfachheit 2.
Als erste Idsung zum Bigenwert -a+ 2k erhaiten wii:

X, (8) = ol=a ¥ty et L durch ((~a+42KI-A)L = O bestimmt wird:
[zk -k - §f1, 21y - xl,- kg (
ok 2k kb1l = de K1, 221 R Lol
‘. .2 1 P 3
-k -k 2|1, - K1y - K1, 2K 0
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fur L ergibt das L = [:‘ , Somit ist eine erste IYsung x,‘(t)=e(‘ﬂ*2")t[,l :
111

Pur den Bigenwert -n-k erhalten wir aus

-k -k -k||1,
((-a-k)I-A)L = |-k -k -k{|1,] = |0
-k -k -kjll ¢
1 .
zwei linear unabhingige Losungen [-1] ,[-:‘] fir L und sonit zwei weitere
linear unabhingie Losungen des homogenen Systems

|

(~a-0t 1 N (~a-Bt
X,(t) = e{-@ [-z)j.%(t)=e a [-ﬂ

Eine partikuldre Ldsung des inhomogenen Systems erhalten wir mit Hilfe
der Formel

xp(t) = ¥(t) } 1(s) "¢ ds, wobei
A ‘

l-a+2Rt  (-a-Wt o
Z(t) = elmat2lt _ (-a-Wt _ (-a-Bt. ., . echnen
o(-a+2Kt 0 el-n-0t

_el-n-2k)e _ (-&-2k)s _ (-Z-2k)s

)-1 1 o3as _Ze(-an-k)s e(-Zh +k)s e(-a; +k)s

I(S = -3

H som'it erhaltern
wir "
o~ +K)s - +k}s 5 (- +k)s

= g1e(a-Zk)_a . 82(___,(11-21:)3 N g}e(n-Zk)s i

1 (A +k)8 (a +k)s (a +k)s
xp(t) = 2(t) ,E (-3) -2g,e + &,e + gze e ds =

ela +k)s 820(u +k)s _ 2g3e(° +k)s

ey o

&

-




e(-o+2k)t '(-u-ﬂt 0 | ;

L (_”) e(’ﬂ"'?k)t _’('Q-”t , _e(-n-k)t %
[ e(-n+2k)t o e(-q-—k)t - |
T (h=2k)t . %2 (o-2X)t _ %3 _{a-2x)t 1
-me" -meﬂ = | The + =——p (g"&gz‘}g})
26 (a+x)t, B2 ta+k)t, 53 _la+k)t, 1 |
4 =R 1 ol P 52 R M
By (a+k)t . %2 fa+k)t 53 (a+x)t , o . i
e R ‘e et * X (B tertes)]

Als allgemeine Ldsung erhdlt mun somit Y{t) = F{t)L+X (t), wobei L
konstant ist.

Fir die Friedensforschung interessant ist die P der Stabilitit der
Losungen Y(t), d.h. ob sich eine weitere ILdsung ;Et), die fir t=0 von
Y(t) nur wenig abweicht, 2uch fir alls t2 0 so verhiilt. '

Aus der *ormel @ ist ersichtlich, def fiir 2k<a jede Lbsung stabll ist,
fiir den Fall 2k>a jede lLidsung aber instabil ist, was Kriegsgefahr be-
deutet:

Dieses Bild Hndert sich deutlich, wenn man etua voraussetzt, dald eine
der drei Nationen ein Pazifist ist, die beiden anderen Jedoch nicht;
lies fiihrt auf das System !

£, (t) = ~a 'x,(t)-f»k 12(1:)+k ’3“) + g
2,(8) = k x,(t)-a xy(t) +k x(t) +gl.
13(1:) = 0.x,(t)40.12(t)-a 13(t)+g3

Hier ist jede Losung stabil, falls k<o und instabil, falls kwa.

Literatur: M. Braun, Differentizl Bquations and Their Applications, 3
Applied Mathematical Sciences 13. Sprinzer Verlag 1975, !
Seite 513 - 525. |
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